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Sammendrag

Symbolfeil rater (SER) og bitfeil rater (BER) for de mest vanlige digitale modulasjonstyper er for-
sgkt samlet i denne rapporten hvor samme notasjon er konsekvent brukt. De ulike type modulasjoner
behandlet i rapporten er: multiple amplitude modulasjoir AM), multiple phase shift keyingX/-

PSK), multiple kvadratur modulasjod{-QAM), og multiple frequency shift keying(-FSK). Det

er analysert for bade koherent og inkoherent kommunikasjon, og kommunikasjon over gaussiske og
fading kanaler. For fading scenarier har vi brukt Nakagammnodell. Fordelen med denne model-

len er at den ofte gir lukket-form resultater, samt mulighet til & analysere andre fadingtyper ved a
endre pa parameteren.

Feilrater er ofte gitt i form av error-funksjonen (eller den komplementaere error-funksjonen), eller
av den klassiske gaussigkfunksjonen. Denne klassiskg-funksjonen har 2 svakheter som man
gjerne vil unngd, spesielt nar man studerer kommunikasjon over fading kanaler. Ved a uttrykke
Q-funksjonen pa en annen mate, presenterer vi ogsa alternative uttykker for SER og BER. Approk-
simasjoner og “bounds” er ogsa gitt for noen modulasjoner noen steder i rapporten.

Tilslutt er det hensiktsmessig & nenve at rapporten tar for seg det matematiske grunnlaget for feilrater
til ulike modulasjoner, og den kan veere uinteressant for de som ikke trenger a forholde seg til slike
analyser.
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English summary

This report contains the analysis of symbol-error rate (SER) and bit-error rate (BER) of the most
usual digital modulation types, where the same notations are used throughout. The modulations stu-
died are: multiple amplitude modulatioM(-AM), multiple phase skift keying{/-PSK), multiple
guadrature modulationM{-QAM), and mulitple frequency shift keying\{-FSK). Both coherent

and incoherent communications, as well as communications over additive white Gaussian noise and
fading channels are considered. For fading cases, we have used a Nakagamdiel. One advan-

tage of this model is that it often results in closed-form expressions. Other types of fading can also
be generated by changing the parameter

Error rate expressions are often given using error-function (or complimentary error-function), or
the classical Gaussiap-function. However, this classicé)-function has 2 weaknesses which we
want to avoid, at least when working on communcations over fading channels. By representing this
function in another way, the error rate expressions are expressed differently. Some of them are given
in this report. Approximations and bounds on SER and/or BER are also given for some modulations.
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1 Introduksjon

Rapporten er skrevet med to hensikter. Den ene er & samle symbolfeil rater (SER) og bitfeil rater
(BER) til de mest vanlige digitalmodulasjoner pa et sted. Fglgende modulasjoner er studert i rap-
porten: multiple amplitude modulasjod/-AM), multiple phase shift keying X/-PSK), multiple
quadature modulasjori(-QAM) og multiple frequency shift keyingM/-FSK). | tillegg til at ba-

de koherent og inkoherent kommunikasjon over gaussiske kanaler blir behandlet, har vi ogsa sett
pa hvordan en fading kanal pavirker feilratene. Slike feilanalyser er gjort i mange litteraturer, men
gjierne med forskjellige notasjoner. Dette gjar det vanskelig for lesere a skifte mellom litteraturer. |
denne rapporten er det lagt vekt pa at notasjonene er konsekvent brukt, samtidig som a presentere
grundig hvordan feilrate uttrykkene er kommet fram.

Der det er mulig presenterer vi ogsa alternative uttrykk for SER og BER. Upper bounds og approk-
simerte verdier er ogsa tatt med for noen modulasjonsformer. Ligningene er illustrert med figurer.

Den andre hensikt er at rapporten serveres som et forarbeid til det jeg egentlig skal studere, nemlig
sarbarhet i kommunikasjonssystemer basert pa digitalmodulasjon.

| kapittel 2 blir basisband ekvivalent representasjon av passband signaler presentert. Denne represen-
tasjonen er brukt resten av rapporten til & beskrive passband signaler til de forskjellige modulasjoner.
Sendte signaler (symboler) blir ofte sett pa som bglgeformer. Imidlertid kan de ogsa representeres
geometrisk med vektorer. Dette er beskrevet i kapittel 3. Resten av rapporten er delt inn i 2 hoved-
temaer: koherent og inkoherent kommunikasjon.

Farst blir koherent kommunikasjon analysert. Det startes med beskrivelsen av hvordan en optimal
demodulator/detektor fungerer, og den er gitt i kapittel 4. Videre, i kapittel 5, blir sendte signaler til
de ulike modulasjoner behandlet i rapporten representert med bade bglgeform og vektorer. Gaussisk
Q-funksjon og dens relasjon til error-funksjonen er introdusert i kapittel 6. Analysen av symbolfeil

og bitfeil rater over en kanal med additiv hvit gaussisk stgy er gitt i kapittel 7. Nar vi i tillegg

har variasjoner pa kanalen trenger vi en statistisk modell for & beskrive denne variasjonen. Fading
modellen som er brukt i rapporten sammen med noen nyttige matematiske integraler er beskrevet i
kapittel 8, og feilrater over fading kanaler er gitt i kapittel 9.

Videre blir inkoherent kommunikasjon studert i kapittel 10.

2 Basisband ekvivalente signaler

La passbandet signalt) veere reelt og sentrert rundt senterfrekvénd a s, () veere signalet med
kun positive frekvenser slik at frekvensresponsen_gft) kan skrives som

S+(f) = 2u(£)S(f) (2.1)
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hvor x representerer foldingsoperats,f) er Fourier transform ay(t), ogu( f) er en stepfunksjon.
| tidsdomain er

solt) = [ Sulesstiznf)dr
= F H2u(f)}» FHS()} (2.2)
hvor 71 {S(f)} = s(t) er invers Fourier transform.

SidenF 1 {2u(f)} = 6(t) + j/(nt), hvor§(t) er en Dirac puls, blir

Tt
—s(t) + j% «s(b). 2.3)
La 5(t) veere
| 1 [ s(7)
5(t) = p— * s(t) = 77/—00 - TdT, (2.4)

og den kan betraktes som en filtrert versjonsét) med filtereth(t) = 1/(nt), —oo < t < oc.
Dette filteret er Hilbert transformen og den har fglgende frekvensrespons

H(f) = [ oy exp(—jzn o)

={0, f=0. (2.5)
J, <0

Siden amplituderesponsen er 1, er dette filteret en faseskifter som skifter fasen til innkommende
signal medt+-90° for henholdsvis negative og postive frekvenser.

Signals (t) er i passbandet. Et ekvivalent basisband sigp(a) kan fas ved & skift& ( f) ned til
basisband. Det vil s§;(f) = Sy (f + fc). | tidsplanet kan det skrives som

si(t) = s4(t) exp(—j2n ft)
= (s(t) +758(1)) exp(—j2m fet) . (2.6)

Den er ekvivalent med
s(t) + j5(t) = si(t) exp(—j27 fet) (2.7

hvor s;(t) generelt er kompleks.

La si(t) = z(t) + jy(t), kans(t) skrives pa fglgende mater:

s(t) = R{(x(t) + jy(t)) exp(—j2m fet)} (2.8a)
= x(t) cos(2m ft) — y(t) sin(2m f.t) (2.8b)
= a(t) cos(2m ft + 0(1)) (2.8¢c)

8 FFl-rapport 2007/02216



hvora(t) = \/22(t) + y2(t) ogf(t) = tan~1(y(t)/x(t)).
Videre er energien i signal¢) er definert ved

E= /OO s%(t)dt
_ /_ T R{si(t) exp(2r )2 dt

= /OO |51 ()| cos®(2m fut + 6) (2.9)
- ;/_O; [su(t)]* dt + ;/_C: |51(t)|? cos(47 fot + 20(t))dt. (2.10)

For & oppna ovennevnte uttrykk har vi brdkfz} = (z + z*)/2. Videre ser vi ats;(¢)| varierer
langsomt sammenlignet med cosinusfunksjonen med hgy frekvens. Dermed er siste integralet (netto
arealet under kurven) veldig lite og kan dermed sees bort ifra. Det medfgrer at energien i det sendte
signalet blir

£— ;/_Z Lsa(8)[2 dt. (2.11)

3 Signalrom og vektorrom konsept

Vi skal presentere relasjonen mellom bglgeform signal (symbol) og vektorrom representasjon i dette
avsnittet. La oss anta at informasjon fra en kilde er blitt gjort om til bglgeformer (symboler) basert
pa et sett med alfabetet; (¢), So(t), - - - , S (). Hvert symbol i alfabetet har en varigh€t og
energien i hvert symbol er endlig gitt & = fOT S2 (t)dt. Vi kan da approksimers,, med lineaer
kombinasjonen

K
Sm(t) = i (t) (3.1)
k=1

medK < M, hvor {¢; }1_, oppfyller
T, 0, k+1
|t - (3:2)
0 1, k=1

er settet med ortonormale funksjoner som spenner signalrommet. Videre er approksimasjonsfeil

e(t) = Sm(t) — Sm(t) slik at energi i approksimasjonsfeil blir

Ts
_ & 2
£, = /0 (Su(t) — Spu())?dt
2

T, K
= / <Sm(t) - Zamk@k(t)> dt. (33)
0 k=1
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Ligningen over er et mean-square-error problem, og fra estimeringsteori vet vi atdnimgpnas
nar feilen er ortogonal med hver av de ortonormale funksjonene i (3.1). Dermed far vi

T. T, K
/ o(t) ppdt = / (Sm(t) _ Zamkgok(t)> onB)dt =0, n=1,2,- K, (3.4)
0 0 k=1

og dette reduseres til at
Ts

U, = Sm(®)en(t)dt, n=1,2,--- | K. (3.5)
0

Ogsa fra estimeringsteori vet vi at
Ts
Eoin = / e(t)Syn (1)dt
0

00 oo K
_ 2 — a
= /0 SZ (t)dt /O kZ:l mk @k (1) Sm (t)dt

=& — Za?nk. (3.6)

Siden denne kan ikke vaere negativ, og ay, er minst, dvs&, = 0, farvi & = Zszl az, =
Jo * 2, (t)dt og S, (t) kan uttrykkes eksakt med

K

Sm(t) = Z amper(t)dt = al @, (3.7)
k=1

hvor [-]T er vektortransponering, ag,, og ¢ er K -dimensjonal vektorer gitt ved

Ay = [amly Am2, " * aamK]T (38&)

@ = [p1(t), pa(t), -+, pr(D)]" (3.8b)

4 Optimal detektor

Optimal demodulasjon kan gjgres med enten matched-filtre eller korrelatorer. Figur 4.1 illustrerer
hvordan en optimal demodulator opereres. Det kan vises at bade korrelasjon-basert demodulator og
matched-filtrering demodulator vil produsere vektot [r1,r9,--- ,7x]" som inneholder ngven-
dig/relevant informasjon i mottatt signal for deteksjon. Her #f&or antall korrelatorer eller antall
matched-filtre som blir brukt. Med andre odd,er dimensjonen til en symbolvektor. Et BPSK sym-

bol har dimensjon 1 siden den vil ligge pa en linje, mens et PSK symbol ligger pa et plan og ma
beskrives ved hjelp av en vektor med to elementer. Dermed har den dimensjon 2.

Nar S, (t) sendes, blir mottatt signal

r(t) = Spm(t) + n(t). 4.2
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—Q-{ o e
1 (t)
%Q?% To()dt | o2s
mottatt 0 optimal
signal r(7) ? detektor

ﬁ@%% Tt T o2

sam; les
v (t) ved tp: T

Figur 4.1: Optimal detektor ved koherent deteksjon.

La oss anta at demodulasjon utfares med et sett med korrelatorer og samplestvedfidsom
vises i Figur 4.1. Da blir

ry = /OTS r(8)on(t)dt = app + 1y k=1,2,-- K, 4.2)
hvor a,,;, er somi (3.5) og .
me= [ near
er stgykomponentene i det mottatte signalet.
Med vektorer kan (4.2) skrives som
r=a,-+n (4.3)
hvorn = [ny,na,--- ,nx|".

Vivil i dette avsnittet finne en optimal detektor som bestemmer hvilket symbol som ble sendt basert
pa vektorr slik at sannsynlighet for riktig deteksjon blir stgrst mulig. Vi antar at symbolene er
uavhengige av hverandre (dvs. en minnelgs kilde).

Det er velkjent atmaximum likelihoodML) deteksjon er det samme somaximum a posterio-

ri (MAP) deteksjon sa lenge symbolene er like sannsynlige. Etter demodulasjpSgfir) =

P(a,,|r) sideny,, er gitt og er ortonormale, og ved hjelp av Bayes’ regel far vi:

p(rfam)P(am)
p(r)

hvor p(r|a,,) er betinget sannsynlighet tetthetsfunksjon (PDF) av mottatt vekgitt at vektoren

med koeffisenten,,, ble sendt, ogP(a,,) er sannsynlighet at symbolet assosiert nsgd¢) blir

P(Sp|r) = Plany|r) = m=1,2,---, M, (4.4)
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sendt. Nar symbolsannsynlighetene er like,Rih,,) vaere en konstant. Videre gfr) uavhengig

av hva slags signal som ble sendt. Dermed vil en detektor basert pa a finne det signalet som mak-
simerer a posteriori sannsynlighgta,,,|r) veere ekvivalent med det som maksimerer likelihood
sannsynlighep(r|a,,).

P& en gaussisk kanal vil det veere slik at maximump(@ya,,, ) overa,,, oppnas nar denne avstands-
metrikken

(ry — amk)2 =|r— amH2 (4.5)

M=

D(r,a,,) =

>
Il

1

har nadd sitt minimum. Denne metrikken er kjent som likelihood funksjon til gaussisk PDF (na-
turlig logaritmen tilp(r|a,,)) hvor ledd som ikke er avhengig ay, er fiernet. Det vil si at ML
deteksjonsregel er den som velge symbalgtsom ligger naermest mottatt vektor Skriver vi ut
ligning (4.5) far vi

D(r,a,,) = Hr”2 —2r'a,, + Ham||2. (4.6)

Siden||r||? er den samme for alle metrikker, kan den utelukkes fra metrikken. Vi kaller den resulte-
rende avstandsmetrikken fér (r, a,,) = —2r'a,, + ||a,,||>. La oss na definere

C(r,a,) = or'a,, — lam|* = —=D'(r, a,,) 4.7)

slik at minimering avD’(r, a,,,) eller D(r, a,,) vil veere ekvivalent med maksimering é{r, a, , ).

Fra (4.7) kan fglgende observasjoner trekkes fram. Farst serVigf er projeksjonen av mottatt
signal vektorr pa hver av de muligé/ sendte signaler (altsa,,, m = 1,2,--- , M). Her males
korrelasjonen mellom mottatt vektor og dette symbolet. Dette impliserer at desisjonen blir det
symbolet som har stgrst korrelasjon med mottatt signal. Denne metrikken blir ofte kalt for korre-
lasjonsmetrikk. Videre}a,,||?> kan sees som en slags kompensasjon for signalsymboler med ulik
energi (som for eksempa@l/-AM eller M-QAM signaler). Hvis alle symboler har samme energi
(som M-PSK eller M-FSK signaler), kan dette leddet fiernes fra metrikken uten at det pavirker
desisjonen.

5 Representasjon av digitalmodulerte signaler - Koherent kom-
munikasjon

Generelt har baerebglgen en fase. En eksempel pa en bzerebglge kaosy2ergt + 6.), hvor 6.

er fasen. Siden vi behandler koherent kommunikasjon i dette avsnittet blir denne fasen sett bort ifra
siden systemet er i stand til & estimere denne. Med andre o] lsattes til null uten at det pavirker
analysen.
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5.1 M-AM

Med denne modulasjonstypen ligger selve informasjondata i amplituden til beerebglgen. Et sendt
signal i ekvivalent basisband ser typisk ut som

/2€
Zm cos(2mfet), 0<t<T;
Sm(t)y=¢ V T 2 fet) (5.1)
0, ellers
form=1,2,.--, M. Med vektorrom representasjon i (3.7) er vektogeaen en-dimensjonal vektor

med bglgeforme, = /2/T; cos(27 f.t), 0ga,, har kun et element,,,;

Ts
Q1 = /o \/?cosﬂﬂfct)\/gscosQﬂfct)dt = \/(Z (5.2)

Det er viktig & huske at ligningen over ikke gjelder eksakt, men den er en veldig god approksimasjon
for f.Ts > 1. Grunnen til det kan sees i overgangen mellom ligningene (2.9)—(2.11).

2d

oo o e
V& V& & Ex

Figur 5.1: Plassering av AM symboler og deteksjonsgrensene.

lllustrasjon av hvordan symbolene er plassert er tegnet i Figur 5.1. Her ser vi at amphtdgen
kan ha verdier

VEn=0C2m—-1-M)d, m=1,2--- M, (5.3)

hvor 2d er den minste avstanden mellom 2 naerliggende amplituder.

5.2 M-PSK

Her ligger datainformasjon i fasen til baerebglgen. | dette tilfellet har alle modulerte symboler samme
energi€ slik at et symbol kan beskrives med

2& 2m(m—1)
W/ Fcos (2nft+ —5—), 0<t< T
S (t) = { s ( / M ) (5.4)

0, ellers

form =1,2,---, M. Sidencos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) kan Sy, (t) skrives som
_J2& 2w(m — 1) [2E . . (2n(m—1)
S (t) = T cos (27 fct) cos (M > VT sin (27 f.t) sin (M .
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Med vektorrepresentasjon 8, (t) = al o hvor

an, = [\/Ecos (W) ,—VEsin <27r(7]r\}—1))]T (5.5a)

T
p = [\/TTCOS(27TfCt), \/Tjsin(%rfct)} . (5.5b)

5.3 M-QAM

Med denne modulasjonstypen ligger informasjonen i bade amplitude og fase til beerebglgen. Den
kan ogsa sees som en kompleks-amplitude modulasjon eller en kombinasjon av ampilitude- og
fasemodulasjon. Et typisk signalsymbol ser ut som

26m o <t <
S(t) = \ Frcos(2mfet +6), 0<t<T (5.6)
0, ellers

form=1,2,---, M.

Noen ganger er det foretrukket a uttrykkg, (¢) pa falgende mate:

Smlt) = %{ (\/ o j\/ 2““}“) eXP(j27cht)} (5.7)

=4/ 22::% cos(2m ft) — 2(;2:% sin (27 f.t) (5.8)

hvor £,.% 09 &,,5 henholdsvis er energi i ifase- og kvadraturkomponentene (forkortes med I- og
Q-komponent), od,, = £, + Eng €F energi per symbol.

Med

am = [V Emm V| (5.92)

2 2 T
p= [\/;s cos(2m f.t), \/;ssm(Zcht)} (5.9b)

kanS,,(t) = al .

54 M-FSK

Denne modulasjonstypen baserer seg pa at informasjonen blir kodet som frekvensendringer pa bzere-
baglgen. Hvis vi antar at symbolene har lik enefgkan vi skrive et typisk modulert symbol som

S(t) = {\/%cos(Qﬂ(fc+mAf)t), 0<t<Ts

0, ellers

(5.10)
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form =1,2,--- , M. Lacos(2n(f. + mAf)t) = cos(2w ft) slik at vi kan skriveS,,, () som i
ligning (3.7), hvor elementene i vektgrer

2
or(t) = 1/?008(27Tfmt), k=1,2,--- K = M. (5.11)

Elementene i vektos,,, blir

s [2g 2
Ak = — cos(27 fiut) 1 | = cos(27 fit)dt
|\ costempaty 7 costem

VE, narm=k
- mer (5.12)
0, ellers

Det vil si at vektorene,,, er ortogonalé. Det kan lett vises at avstanden mellom symbol&pét)
(eller vektorenen,,) er like og er gitt awl,i, = V2.

6 Gaussisk @-funksjon og error-funksjon

Far vi kan analysere SER og BER for de ulike modulasjoner er det ngdvendig a introdusere noen
matematiske funksjoner som ofte vil bli brukt seinere i rapporten.

Nar man analyserer feilrater kan man ikke unnga & mgte error-funksjonen (erf) eller gassisk
funksjonen. Vi vil derfor introdusere 2 mater a skrigefunksjonen pa, samt relasjonen den har
med error-funksjonen.

6.1 Gaussisk @Q-funksjon

| et en-dimensjonalt tilfelle ef)-funksjonen definert ved

Qz) = jﬂ /:O exp (-f) dy. (6.1)

Dette er integralet av en normalisert gaussisk sannsynlighet tetthetsfunksjon (PDF) over intervallet
[z, 00). Denne har to svakheter. Den viktigste er gvregrensen av integralet, som oftest ma trunkeres
ved numerisk integrasjon. Den andre svakheten er at argumerefuitksjonen er nedregrensen

av integralet.

For gaussiske kanaler vil ikke den sistnevnte svakheten spille noen rolle, mens trunkering av gvre-
grensen til et endelig tall svarer til ungyaktighet i beregningen nar numerisk integrasjon ma an-

vendes. Imidlertid, for for eksempel en multipath fading kanal, vil den sistnevnte svakheten gjgre

analytisk beregning vesentlig vanskeligere siden argumentgtftinksjonen—som er nedregrense

De er ortogonale kun nér frekvensseparasfof oppfyller et visst krav. | koherent kommunikasjon méf =
1/(2Ts), mensA f ma veerel /T, ved inkoherent kommunikasjon [11].
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av integralet—er avhengig av amplitudevariasjonen til de forskjellige komponenter i det mottatte
signalet.

Det er derfor gnskelig af-funksjonen kan uttrykkes pa en annen mate ved hjelp av elementaere
funksjoner hvor begge svakhetene kan unngas. Det kan visesatfdr kanQ(x) i (6.1) skrives

som [13]
Q) = 1/7r/2 = ao 6.2)
el 0 P 2sin% @ . '
6.2 Error-funksjon
Den er definert ved
2 X
erf(x :/ exp (—y?) dy, (6.3)

slik at den komplementeere error-funksjonen—betegnesnfelr)—skrives som

erfe(z) =1 —erf(z) = j% /OO exp (—yQ) dy. (6.4)

6.3 Relasjon mellom @- og error-funksjonen

Sammenligner man (6.1) og (6.4) ser vi at de to er relatert med hverandre pa fglgende mate:

Q) = %erfc (\%) . (6.5)

7 Analysen av feilrater over gaussiske kanaler - Koherent kom-
munikasjon

Far vi gar videre og analyserer feilrater for ulike modulasjonstyper, er det viktig & papeke at, i
koherent kommunikasjon, en feil oppstar rty;(¢) var sendt mens mottatt signal ikke havner pa
omradet som er assosiert med symb@6lg(t). La R,, vaere det omadet og faveere mottatt signal.

Nar vi antar at symbolene er like sannsynlige, blir feilsannsynlighet:

E

P(E) = P(S,, var sendtP(r ikke i R,,|S,, var sendt

1

M
) P(rikke i Ryp,|S,, var sendt. (7.1)

m=1

S
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7.1 M-AM
7.1.1 SER

Ut fra (4.1) og (5.2) ser vi at
P = \/Em + 1. (7.2)
rm €r da en gaussisk stokastisk variabel med middelverdy 8k, og varians lik\Vy /2.
Videre ser vi fra Figur 5.1 at et symbol er feil detektert hvis absoluttverdien av stayen er stgrre enn
halvparten av den minste avstanden mellom 2 neerliggende symboler. Da blir symbolet detektert

som en av de to nabosymbolene. Imidlertid vil feilraten til de to symbolene pa hver ende av aksen
veere halvert siden der er det kun ett nabosymbol. Matematisk kan gjennomsnittlig SER skrives som

1 PEIS) 1 1 1 P(E|S))
=5t MP(E|52)+ +MP(E|SM_1)+ VA

M—1
=~ P(E|Sm) (7.3)

hvor P(S,,,) representerer sannsynligheten for at symb8jeblir sendt, ogP(F|S,,,) er sannsyn-
lighet for feil gitt atS,,, var sendt. Videre har vi

P(E|Sm) = P(‘T_ Sm’ > d)

2 /'OO —:DQ/NO
e (& dx
mNo Jaq

e 2dy

_ 2 /°°
V2 \/2d2/No

_2q (, / 332) . (7.4)

Videre antar vi at sender opererer med begrenset gjennomsnittefféky pa(watts) per symbol.
Det medfgrer

™

& 1Y 2 < Y
i:MZiZMTSZ(Qm—l—M) :3TS(M —1). (7.5)

m=1 m=1

Laser vi resultatet med hensyngég setter inni (7.4) farvP(E|S,,) = 2@(\/655/(N0(M2 — 1))).
Gjennomsnittlig SER blir derfor

. M-1 [ [& 6k
SERy—am = 2 % Q< NOMQ_1>, (7.6)

hvor k = log, M er antall bit per symbol o, = &,,,/k er midlere energi per bt.

2Nar symbolene har lik energi blif, = £/k.
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Nar M = 2 har vi et bineert signal. Da er energi per syml#),) lik energi per bit £;), siden det er
1 bit per symbol. Det generelle SER uttrykket reduseres til

SER _am = Q(\/ ?%) : (7.7)

Figur 7.1 viser eksakt SER for forskjellige verdier &7 som funksjon av signal-til-stgy forhold
(SNR) per bit (&,/No).

0

10

|
ii%i

C ook
D

SER M- AM

0 5 10 15 20 25
SNR per bit [dB]

Figur 7.1: Sannsynlighet for symbolfeil faf -AM (ligning (7.6)).

Alternativ representasjon av SER

Basert pa (6.2) kan SER uttrykkene henholdsvis skrives som

2M—1 [™/? & 3k
SERy_am = — —— | df 7.8
Ry —am ), exp( No (M2 — 1) sin? 9> ; (7.8)

0g
1 [7/? & 1
SER_am = — ———— | df. 7.9
Ro-awm 7r/0 exp< Ny sin20> (7.9)
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7.1.2 Bitfeil rate (BER)

Istedet for & male SER kan man male BER. For & kunne gjgre dette man ma konvertere symbolene
til bit. Hvordan man gjer det er avhengig av hvilken algoritme som var brukt hos senderen til a
mappe bitene til et symbol. Graykoding er ofte brukt og er kjent for & ha ett bit i forskjell mellom to
naerliggende symboler, som igjen betyr at det kun er 1 bitfeil hvis et nabosymbol blir detektert som
sendte symbolet.

BER for M-AM er gitt som fglgende [2]:

log, M (1-2"")M—1

Z % Z (—1)L(i2”*1>/MJ <2n1 B Vz;\;l N ;J)

n=1 =0
><Q<(2i+1) & 6k ) (7.10)

2
logy M

BERy—am =

No M2 —1
hvor | z| er det starste heltall som er mindre enrDvs. den helltallig delen av.

Ved hgye SNR det er det ofte antatt kun 1 bitfeil, dvs. et av de nsermeste nabosymbolene er detektert
som riktig symbol. Da gjelder falgende approksimasjonen

SERy—am

BERM—AM =~ 2

(7.11)

Det er verdt & nevne at ndd = 2 s er (7.11) identisk med (7.7) slik at (7.11) blir et eksakt BER
uttrykk. Videre er (7.10) identisk med (7.7) ndf = 2. Dette er bekreftet ved sammenligning av
Figurene 7.1 og 7.2. Det er ogsa plottet BER for andre verdiédavigur 7.2.

7.2 M-PSK
7.2.1 SER
Lab,, = 2w(m — 1)/M, og ut fra (4.1), (4.3) og (5.5) far vi at signalpunktetar 2 koordinater:
Ts
ry = / r(t)p1(t)dt = VE cos (0,) + 11 (7.12a)
0

Ts
ro = / r(t)pa(t)dt = —VEsin (0,) + (7.12b)
0

Optimal detektor for AWGN kanaler er den som projiserer mottatt vekter[r;, 5] " pa hver av
de muligeM signalvektorer og velger den som har stagrst korrelasjon m&iden alleM-PSK
symboler har likt energi, vil en optimal detektor kalkulere korrelasjonsmetrikken

C(r,am)=r'a,, m=12" --,M, (7.13)
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Figur 7.2: Sannsynlighet for bitfeil fok/-AM (ligning (7.10)).

og velge signalvektorea,, som ligger neermesti fasen.
Fasen til mottatt vektor er©,. = tan~! 2. For a finne feilsannsynlighet, er vi nadt til & finne PDF
av O, farst, for sd & bruke den til & regne SER. Uten & miste generalitet la oss na gtg-atdvs.
T
signalvektora; = [\fg, O} ble sendt. Dette er symbolet modulert pa fagers- 0. Mottatt vektor
T
blirdar = [V€ + n1, TIQ] , hvorny, k = 1,2 er additiv stgy med null i middel og varians % /2.

Sidenn,, er gaussisk-fordelt stokatiske variable, er simultanfordeling tilg r» ogsa gaussisk med
Elr1] = V&, E[re] = 00902, = 02, = Ny/2 = 2. Sannsynlighetstetthetsfunksjonen blir

o (— (= V€ + 7«5) . (7.14)

1
plrire) = 902 P 202
T T

Ved variabelskifting med

R = \/r?+n2

O, = tan! 2
1
far vi [11]
2 —9 -
p(R,©,) = exp |-+ RVE cos© ,0<O,<2m, 0<R<oo. (7.15)
2702 202
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Med enda en tranformasjon av variabel med R/(202) = R/+/Ny, 0g integrerer vi over far vi

_ [T 29 ] £
p(GT)—/0 7Texp( <7“ 2r NOCOS@T—i-NO))dT

=/ = —[r2-2 b A .
/0 - exp ( <7“ Wk N cos © kNg)) dr

Sannsynlighet for & gjere en riktig deteksjon av symbajedvs. signalets; (t)) vil vaere integralet
avp(©,) over intervallet(—= /M, 7 /M) slik at sannsynlighet for feil deteksjon blir [12]

w/M

SERy-psc=1- [ p(©,)de,
—7/M

2
9 oo utan(w/M)
=1- / exp [ — |u— k:ﬁ / exp(—v?)dv| du  (7.16)
7 Jo No 0

Alternativ representasjon

Ved hjelp av gaussisk@-funksjoner kan SER i (7.16) skrives som [13]

2
SERy/_psk = Q(UQkffl’O)%—\/QE/O exp ( (u — \/kffl;> ) Q(uﬂtam %) du. (7.17)

Fra (7.17) kan man lett se at n&f = 2 (dvs.k = 1) sa er SER redusert til

SER._psk = Q (,/ 35*’) , (7.18)

siden@(c0) = 0 (se ligning (6.1)) slik at integralet i (7.17) blir null. Dette stemmer overens med
resultatet for binger AM i (7.7).

Nar M = 4 har vi en kombinasjon av to bineere PSK signaler. Da kan SER enkelt beregnes med

SER;_psk = 1 — (sannsynlighet for korrekt deteksjon)
=1— (1 — SER_psk)?

_2Q<1/ N0> Q ( N0> : (7.19)
Vi ser at bade (7.16) og (7.17) er pa lukket-form, men begge inneholder et integral hvor gvregrensen

er uendelig. Uendelighet ma trunkeres til et endelig verdi ved numerisk beregning, noe som gir
opphav til ungyaktighet eller krever hgy kompleksitet. Videre er det visti [12, 4] at SER kan skrives

som
(M—1)r/M .
SERy_psk = — / exp —éw do. (7.20)
T Jo Ny sin“ 0

Det er tydelig at evalueringen er mye enklere med (7.20) enn med (7.16) eller (7.17), siden (7.20) er
et endelig integral hvor integranden kun inneholder elementaere funksjoner og er pa eksponensiell
form.
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7.2.2 “Bounds” pa SER for MPSK signaler

Generelt har vi sett at beregningen av SERX¥BHiPSK signaler krever & lgse integraler, bortsett fra
to spesielle tilfeller nAl/ = 2 og M = 4. Derfor er det nyttig & ha “upper-bounds” pa enklere
lukket-form slik at estimert SER raskt kan beregnes. Vi har fglgende bounds [13]:

Exponensielt bound:

M—-1
SERy/_psk < 7 exp <—]f;;k‘ sin? ]\7;> . (7.21)

Union bound:

Dette gar ut fra at hvigz,,, er hendelsen hvor for eksempélr,s,,) > C(r,s;) for m # 1, sa
gjelder fglgende

P En) < 3 PE). (7.22)
m=1

hvor P(E,,) er sannsynlighet for at hendelséh, oppstar. Dermed kan SER upper bounded med

& . 7
< — — . .
SERy_psk < 2Q) (\ / 2k:NO sin M) (7.23)

Union-Chernoff bound:

SERy/_psk < exp(—]il;k sin? ]\Z) ) (7.24)

Figur 7.3 viser eksakt og union bound av SER #¢rPSK modulasjon. Her ser vi at union bound
faller sammen med kurver for eksakt SER bortsett fraMae 2. Nar M = 2 er union bound blitt
fordoblet sammenlignet med eksakte verdier (faktoren 2 f@rdanksjonen i (7.23) sammenlignet
med (7.18)). Videre er resultatet for union bound fdr = 2 og 4 ganske likt, og de overlapper
hverandre pa figuren. Men som nevnt tidligere, ihr= 2 og M = 4 finnes det eksakte og enkle
lukket-form uttrykk for SER slik at approksimasjon og bound ikke er ngdvendig.

Ved sammenligning av Figur 7.3 med Figur 7.1 er det observelt at 2 gir ngyaktig samme
resultater.
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Figur 7.3: Eksakt SER fok/-PSK modulasjon(7.20) sammen med "union boung7(23).

7.2.3 BER

En mate & finne eksakt BER aW/-PSK modulasjon er a utfare en bit-to-symbol mapping med
Gray coding. Denne metoden forutsetter beregningen av sannsynligheten at mottatt signalvektor
ligger innenfor hvert desisjonsomrade (totatt/ M radianer pa begge sider av et symbol).g

n=20,1,2,---, M — 1, representere disse sannsynlighetene, og de kan skrives som [12, ligning
(4.198b)]
1 [ri=Cn=1)/M) & ksin?[(2n — 1) /M)
P,=— - de
"or /0 exp( Ny sin? 0 >
7(1—(2n+1)/M) )
1 exp = Ep s (@ A Dm/MIY 4y (7 25
2 Jo Ny sin“

BER for M = 4, 8,16 er som fglgende [9], [8]:

1
BERy psk = §<P1 +2P + P3)7 M =4, (726)
1
BERg_pSK = g(Pl + 2P2 + P3 =+ 2P4 =+ 3P5 + 2P6 + P7), M = 8, (727)
1 8 7
BER-psk =5 (Z Py+) Py+05P;5+ Ps + 0.5P7) , M = 16. (7.28)
n=1 n=2
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Videre er det velkjent at BER av 2-PSK (BPSK) er identisk med BER av 4-PSK (QPSK). Det vil si
BER;_psk = BERy_psk = Q<\/25b/N0). Forskjellen med de to modulasjonstypene er at QPSK
krever halvparten av bandbredden som BPSK gjgr.

Selv om eksakt BER kan oppnas for et antall verdiedayma man eksplisitt regne en god del av
P, far BER blir beregnet for hvei/.

Ved hgye SNR kan BER approksimeres med $ERmidlertid, nar vi seinere skal studere feilrate
over fading kanaler hvor SNR kan ha verdier naer null, trenger vi et BER uttrykk som er gyldig for
bade lave og hgye SNR'er for alle. Det kan vises at [10]

max(M/4,1)
2 * @D
BERy/_ N —————— 2k — sin ———— 7.2
M-PSKN L 2) Z Q(\/ k % ) (7.29)

er en god approksimasjon som er gyldig for bade lave og haye SNRVUNAr4 og ved hgye SNR,

er fagrste ledd i summasjonen den dominerende og den er lik den velkjente union bound av SER i
(7.23) dividert p&. Dermed er de resterende ledd i summasjonen der for & gjgre approximasjonen
ngyaktig ved lave SNR.

Hvordan BER endrer seg med SNR er plottet i Figur 7.4. Her ser vi at approksimerte verdi er veldig
gode, sa den kan trygt brukes til & evaluere bitfeil rater.

7.3 M-QAM
7.3.1 SER

Her skiller vi mellom kvadratisk QAM konstellasjoner og rektanguleere QAM konstellasjoner.

Kvadratisk QAM:

Et symbol fra en kvadratisk QAM konstellasjon vil vaere en 2-dimensjonal generalisering av en
M-AM pé& den méten at et/-QAM symbol er ekvivalent med to uavhengigé\/-AM symbo-
ler, hver med 1/2 energi. Det medfarer at\dtQAM symbol er riktig detektert hvis ta/M-AM
symboler hver for seg er riktig detektert. Matematisk kan det skrives1senSERy;_qamle,, =

(1 —SER /37_amlem/2)*

Da er midlere sannsynlighet for feil deteksjon

SERv/—gaAm ‘sm = 1 — sannsynlighet for riktig deteksjon
2
=1- [1 — SER /77 am ‘gm/z}

1
= QSER\/M—AM lgm/z ’ <1 - §SER\/M—AM |gm/2> : (7.30)
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Exact BER ]
+ Approksimasjon |

BER M —psk

10_6 I I
0 5 10 15 20 25

SNR per bit [dB]

Figur 7.4: Eksakt og approksimasjonen av BER #¢rPSK (ligning(7.26)(7.28)og (7.29)). Kur-
ven forM = 2 er ikke tatt med her siden den vil veere identisk med kurveifet 4.

Ved innsetting av SER foy/M-AM inn i uttrykket over far vi

SER\/_oAm = 4\/M_1Q< ]\70(35> [1 VM -1

V-1 ( e

VM M-1) VM No(M —1)

VM —1 & 3k Vir -1\’ & 3k
:4\/MQ< NZM—1>‘4(m> Q2< NM—l) 7.3y

for vilkarlige verdier avl/ = 2% nark er like. NarM = 4, reduseres (7.31) til

SER;_gam = 2@( ?V‘ff) —-Q? ( ?éf) :

som er helt identisk med SER for 4-PSK i (7.19).

Figur 7.5 viser SER for forkjellige kvadratiske -QAM konstellasjoner.
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Figur 7.5: SER for kvadratiske QAM konstellasjoner (lign{fig31).

Rektangulaer QAM:

| dette tilfelle (4 = 2* og k er odde) finnes det ikke en ekvivaleyt)/-AM-basert lgsning slik
som i forrige avsnittet. Her kan man kalkulere avstands- eller korrelasjonsmetrikken som vist i (4.5)
eller (4.7), og det kan vises at SER kan veere upper-bounded med [11]

2
SERM—QAMS1—[1—2Q< & 3%k )]

NoM -1

gb 3k 2 gb 3k
a5 ({5 s

Dette er illustrert i Figur 7.6.
For lettere sammenligning viser Figur 7.7 SER for bade kvadratiske og rektanguleere QAM konstel-

lasjoner. Husk forgvrig at SER kurver for kvadratiske konstellasjoner gjelder eksakt, mens kurver
for rektanguleere konstellasjoner kun er upper bounds.
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Figur 7.6: SER for rektanguleere QAM konstellasjoner (lign{Ad32).

Alternativ representasjon

Bruker man definisjonen tid)-funksjonen kan SER av kvadratiske QAM konstellasjoner i (7.31)
skrives som en sum av 2 definite integraler:

4 (VM -1\ [7/? & 3k
SERy_oam = — | — —— df
Rur—Qam 7r< VM )/0 eXp( NOQ(M—l)sin29>

4 (VAT -1\ [/ & 3k
—(m> [ oo (R ) 03

Tilsvarende kan SER av rektanguleere QAM konstellasjoner i (7.32) skrives som:

4 [T/ & 3k
SERy/— < = —— do 7.34
Rur-oam 71'/0 exp( 02(M — 1)sin2¢9) ( )
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Figur 7.7: SER for QAM konstellasjoner (lignir{g.31)og (7.32)).

7.3.2 BER
Kvadratisk QAM:

Bruker man Gray koding for & konvertere bit til symboler, kan man finne eksakt BER for vilkarlige
kvadratiskM/-QAM med [14]

9 logy VM
BERy/_ BE 7.35
R v D (7.35)
hvor
(1-27")VM-1 S
BER, = Z (—1)L(z‘2n71)/\/ﬁJ <2n1 ; V\Q/M * ;J) ¢ (QZ U %M?)k 1
i=0 oM —
(7.36)
Videre kan BER approksimeres med [10]
f/2 1
4 \/M & 3k
BER)/_oam ~ VM —1) Z Q( (2i+1) N" SV 1) , (7.37)
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som er gyldig for bade lave og hgye SNR. Igjen, farste ledd i summasjonen vil veere den domine-
rende ved hgy SNR, slik at resterende ledd er med a gjgre approksimasjonen ngyaktig ogsa ved lave
SNR.

Exact BER ]
+ Approximation |

BER—qam [square constellations]

0 5 10 15 20 25
SNR per bit [dB]

Figur 7.8: Eksakt og approksimasjon av BER for kvadratidkeQAM konstellasjoner (ligning
(7.35)0g (7.37).

Rektanguleer QAM:

La oss anta at konstellasjonen Hasymboler i I-komponenten menk representerer antall sym-
boler i Q-komponenten. L2d; og 2d; henholdsvis veere minste avstanden mellom to naerliggende
symboler i I- og Q-komponentene, slikiat= d;/d; er forholdet av minste avstanden mellom dem.
Med disse antagelser, kan BER for en vilkarlig rektanguleer QAM uttrykkes eksakt som [3]

logy I logy J

BERy_oam = Z BER + Z BER' | , (7.38)

log IJ
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BER, = ; Z {(_1)L(i2"1)/lj <2n_1 B ng—l N ;J)

&, 6(2i+1)2logy(1J
xQ<\/Nl;(I§_;+>n2(g;§_>l)) } (759

(1—27HJ-

! ol—1 j21—1
BER?Z% ; {(—I)L(J2 /7] (21—1 — VQJ +;J)
E 6(2) 4 1)2logy(1J)
% Q(\/”QN0 (I2—1)+ n2(j2 — 1)> } (7.40)

Ved hgye SNR er de leddene nar 0 ogj = 0 de domminerende slik at BER kan approksimeres
ved a fierne de resterende ledd i summasjonen. Det vil si

2 I-1 & 6logy(1J)
BER)/_oam ~ b
M=QAM ™ 108, (1.7) { T (\/N0 (I2 = 1) +72(J2 - 1)

J -1 Ep 6logy (1)
t— Q<\/n2NO =T +2772(J2 - 1)) } (7.41)

Nard; = dy, dvs.n = 1, og I = J vil (7.41) reduseres til (7.37).

7.4 M-FSK
74.1 SER

Nar S, (t) er sendt vil mottatt signal veere (se ligningene (4.2), (5.11) og (5.12))

Ts N, kE#m
T = / r(t)pr(t)dt =
0 VE+nm, k=m

fork=1,2,--- K =M.

Nar signaler er ortogonale med lik energi, vil en optimal detektor veere den som beregner krysskor-
relasjonen mellom mottatt signalvektoiog hver av de mulig/ sendte vektrorer med elementer
som beskrevet i (5.12), og velger vektoren med indesom gir starst korrelasjonen. Med andre
ord, den vil beregne denne metrikken:

M
-
C(r,a,)=r'a, = Zrkamk, m=1,2---,M.
k=1
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Figur 7.9: Eksakt og approksimasjon av BER for rektanguladr&€AM konstellasjoner hvak/ =
I x J (ligning (7.38)og (7.41).

For a finne feilsannsynligheter, antar vig{(t) (dvs. vektorera;) var sendt slik at den demodulerte
vektoren blirr = [V/€ 4 n1,n9,m3,--- ,na]T, hvorn,,, m = 1,2,--- | M er gaussisk stgy med
null i middel og varians lik\Vy /2. Pa utgangen av d&/ korrelatorer far man

C(r,a)) =(VE +m)VE
C(r,s3) =ngVE

C(r,sy) =naVE.

Siden+/€ inngér i alle metrikker og ikke vil pavirke desisjonen, kan den sees bort i fra. Da vil
PDF’en til utgangen av den farste korrelator vaere gaussisk med middel(€rdiens den vil veere
gaussisk med null i middel for alle de andre korrelator utganger. Derimot er det samme varians pa
alle utgangene.
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La f(r,,) veere PDF til korrelator utgang nummer, m = 1,2,--- , M. En korrekt desisjon vil
skje nar sannsynlighet at er starre enn de verdier pa de andre utgangene. Dvs.

o0
Porrekt = / P(ng <ri,nz <ry,---,ny <ri|r) f(r)dr (7.43)

—0o0

hvor P(ny < r1,n3 < r1,---,ny < r1|r1) er simultansannsynlighet ab, ns, - - - ,nys er alle
mindre enn-y narr, er gitt. Siden{n,,,} er uavhengige gaussiske stokastiske variabler, blir simul-
tansannsynlighet et produkt av sannsynlighetene med fglgende marginalsannsynligheter:

1
Py, < rilr) = / flrm)dry, m=2,3,--- M

™ 1 7”%1
= e ——|d
/oo mNo Xp( N0> o

Dermed blir (7.43)

\/2/No 22 M1
Pkorrekt:/ \/%/ exp<—2> dzx f(ry)dry,

og symbolfeil sannsynlighet blir
SERy sk = 1 — Forrekt (7-44)

Og dette kan skrives som [12, 11]

SERM_FSKzl—m/ < \/z‘z)M_lexp(—f) dg
o BE) e S)a s

Igjen er resultatet i lukket-form, men den ma evalueres numerisk siden den inneholder et indefinit
integral. Vi er dermed interessert i en bound som er enklere. Det kan vises at SER kan begrenses
med en union bound uttrykkes ved [11]

k&
SERy_rsk < (M — 1)@( N0b> . (7.46)
En mer ngyaktig bound kan ogsa finnes i [7]:
i M-1
SERy_Fsk < 1 — [1 - Q( b)] : (7.47)
No
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7.4.2 Noen spesielle tilfeller som resulterer i lukket-form lgsninger
Binger FSK

Vektorenea; ogas er henholdsvia; = [\/&,,0]T ogas = [0, /&] . La oss anta nd &t (t)—dvs.
a; var sendt slik at mottatt vektor blir = [/&, + n1,ns]7. Korrelasjonsmetrikken€(r, a;) og
C(r,az) blir beregnet, og sannsynlighet for symbol- eller bitfeil blir da

P(Ela1) = P((C(r,a2) > C(r,a1)) |a1) = P(na — n1 > /&)

Sidenn; ogng er gaussiske stokastiske variabler med null i middel og variam§jjk, vil ne —n,
ogsa veere en gaussisk stokastisk variabel med middelverdi lik null og varia¥g. |lika gjelder

1 o x?
P(ng —n1 > /&) = m/ﬁexp(—ﬂ)) dx
b

1 /00 e p( $2>d
= — xp| —— | dz
V21 VEv/No 2

:Q<\/§Z>.

P& grunn av symmetri far man eksakt samme resultat dersom man hadde antedraendt. Den
totale sannsynlighet for feil blir da
1 &
SER,_Fsk = BERy_fsk = §(P(E|al) + P(Elaz)) = Q No | (7.48)

Denne modulasjonstypen krever 3 dB mer i SNR for & oppna samme BER som BPSK gjar.

3-FSK og 4-FSK

Ligning (7.45) kan ikke reduseres til noe enklere for vilkarlige verdiefaw- 2. Imidlertid, ved &
skifte origo i signalrommet (introdusert i [4]) er det vist i [5] at 3-FSK og 4-FSK henholdsvis kan

skrives som:; 2 /3
1 4 & k
SER;_ = — - do 7.49
Rs_Fsk 77/0 exp( No2sin26> ; (7.49)
og
3k&E
SER_ = —
Ri—Fsk Q( 2N0>

5m/6 L .
+/ 3siné exp(— 3]4:51,' i ) 10 V/3kE,sin b d9. (7.50)
76 2m\/2 4 sin? 6 No(4 4 25sin” 6) V/No(4 + 25sin? 6)

Figur 7.10 viser bade eksakte SER kurver og upper bounds for 2-FSK og 4-FSK/Kur2 og 4 er

plottet pa grunn av sammenligningsarsak (ligning (7.45) vs. ligningene (7.48) og (7.50)). For andre
verdier avM > 4 finnes det ingen enklere lukket-form uttrykker, og SER ma dermed beregnes med
ligning (7.45). Figuren viser ogsa at bade union bound og Hughes’ bound er veldig nayaktige.
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Exact SER, M = 2 (Eq. (7.45))
I — — Exact SER, M =4 (Eq. (7.45))
x  Exact SER, M =2 (Eq. (7.48))
10—1 + Exact SER, M =4 (Eq. (7.50)) (]
: ¢ Union bound, M =2 E
[ g Union bound M =4
, A Hughes bound, M =2
I v Hughes bound M=4
107k , N ;
i N
v [
n L
T
=10 ¢ 3
- :
=
n
10 3 5
107 .
10° ‘
0 5 10 15

SNR per bit [dB]

Figur 7.10: Eksakt og approksimerte SER til 2-FSK og 4-FSK.

743 BER

Nar de M symbolene eortogonaleog alle er like sannsynlige for & opptre, blir symbolfeil sann-
synlighet lik for de resterend® — 1 symbolené siden det er samme avstand mellom symbolene.
Denne sannsynligheten finnes ved a dividere symbolfeil sannsynlighef@n{idsymboler. Videre

er det(’n‘“) mulige kombinasjoner hvot av k bit kan veere feil. Dermed blir antall bit som er feil per
et k-bit symbol en middelverdi gitt ved

k
SERw/_Fsk 2k-1
g < > — —kM_lsEsz—FSK-

Dividerer man ovennevnte uttrykket pa antall bit per symbol, far man bitfeil sannsynlighet, og re-

sultatet blir

1 M
BERM—Fsk = = SERy/—Fsk- (7.51)

2M -1

Bruker man union bound i (7.46) kan BER begrenses med

M k&
BER < — — 7.52
M—FSK < 2@(\/1\,0)7 (7.52)

3Dette er fordi et av dé/ symbolene skal veere den riktige.
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mens med Hughes’ bound blir BER

BERy—Fsk <

M—1
il 1_[1_Q( kf)] | 759)

Bade eksakt BER, union bound og Hughes bound er plottet i Figur 7.11.

0

10 E T T
; —— Exact BER, M =2 (Eq. (7.51))
I —+—Exact BER, M =4 (Eq. (7.51)) |]
L ¢ Union bound, M =2
s O Union bound M =4
10 ¢ A Hughes bound, M =2 E
. v  Hughes bound, M =4
10_2E E
e [
a‘) L
=107} 1
ast o ]
= :
[as) [
10 :
10_5 e Af
10°

SNR per bit [dB]

Figur 7.11: Union bound og Hughes’ bound sammen med eksakte BER kurver for 2-FSK og 4-FSK
modulasjon.

8 Fading kanaler

Over en fading kanal blir signal utsatt for en tidsvarierende dempning i tillegg til additiv stay. La
« veere en stokatisk variabel som beskriver denne dempningen, E)[;M%} = (). Da hara en
fordelingsfunksjon som er avhengig av hva slags fading det er pa kanalen. Videre, la

Oz2€b

TSN (8.1)
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veere instantant SNR per bit, slik at gjennomsnittet blir

y= %. (8.2)

No
Generelt vil gjennomsnitt feilrate (enten SER eller BER) over en fading kanal kan regnes ved a lgse
integralet*

P(E) = /0 " P(E) f()d, ©.3)

hvor P(E|v) er SER eller BER over gaussiske kanaler ndgdV, (eller £;/Ny) erstattet medy
(eller ;).

8.1 Fading modeller

Avhengig av miljget der kommunikasjonen finner sted vil det oppsta forskjellige typer fadinger. Nar
det er frisikt mellom enheter som kommuniserer med hverandre, har vi en fading modell som er godt
beskrevet med Rice PDF, ellers vil en Rayleigh PDF veere beskrivende nar det er ingen direktesikt
mellom sender og mottaker.

| stedet for & regne pa Rice og Rayleigh fading eksplisitt, kan vi bruke en modell heter Nakagami
multipath fading. PDF til SNR i denne modellen kalles ofte for Nakagameg er gitt ved

m

m m—1
) = exp<—m§> , (8.4)

og dens momentgenererende funksjon (MGF) er
Mi(=s) = [ expl=s) Fo)ay

_ (1 n ﬂ) ' (8.5)
m
Fordel med denne PDF er at man oppndr Rayleigh fading ved &rsette 1. Videre, kan Rice
fading approksimeres med stor ngyaktighet ved & benytte relasjonen
(K +1)?
m—72K+1, m > 1 (8.6)

hvor K er Rice faktor som beskriver forholdet mellom direktesikt og de reflekterte signaler mottatt
hos mottakeren. Na = 0 har vi Rayleigh fading.

Parameteremn trenger ikke a veere heltallig. Nan = 1/2 vil Nakagami PDF veere en ensidig
gaussisk fordelingsfunksjon. Man far gaussisk fordeling veda ta ~o. | tillegg til at Nakagami-

m PDF kan brukes til forkjellige type fadinger ved & endrespdoestar PDF’en kun av elementaere
funksjoner slik at den ofte farer til lukket-form resultater. P& grunn av ovennevnte grunner skal vi
kun presentere resultater av SER og BER for Nakagami modellen i fading miljger.

Vi bruker P(E) for bade SER og BER, siden dette integralet gjelder for begge tilfellene.
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8.2 Integral av MGF for Nakagami modell

Far vi diskuterer SER/BER for fading kanaler presenterer vi, i dette avsnittet, noen nyttig matema-
tiske integraler som dukker opp mange steder i analysen av fading scenarier.

8.2.1 Integral hvor Q-funksjonen er involvert

7= [ Qv o
oo q w/2 a27
= - ———— ) dOf(7)d
/0 7T/0 eXp( 281n20> fO)dy
1 [7/2 a2
o Eyeerd Kl 8.7
7 Jo M”( 2sin29> (8.7)
For en Nakagami modell far vi
1 /2 CLQ’_)/ —m
I=- I g ] df
7T/o < * 2m sin29>
1 w/2 c —m
== 1 do
71/0 ( + sin20)
m—1 2 ¢
s-2% (2£> <1 . > : m heltallig
=07 H\/ I( \ /2) (8.8)
1 c m+1 1 1 _ _
27 (14 ¢)mt1/2 T(m+ 1) 211 <17m+ §,m+ 1,1+c> , m ikke-heltallig

hvor ¢ = a%y/(2m), og it = +/c/(1 + c). Videre ersFy(a,b; c; z) en Gauss hypergeometrisk
funksjon definert ved

> a Zl
2Fi(a,bicz) = ( ()(l:;f)l i

=0

hvor notasjonefia); =T'(a +1)/T'(a) =a(a+1)---(a+1—1).
8.2.2 Integral hvor Q2-funksjonen er involvert

7= / " Q2 ayA) (). (8.9)
0

Generelt er dette integralet veldig vanskelig & evaluere analytisk for vilkarpigrameter. Imidler-
tid kanQ?(a,/7) skrives som

) B 1 /4 02’7
Q% (a\/y) = 77/0 exp <—2d9> , (8.10)

sin2 0
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og medm heltallig kan (8.9) lgses hvor resultatet kan skrives i lukket-form uttrykk:

7= / Con(—5 ) avsenn

do
/ 7( 2 sin? 9)
_1 / i 4< >_md«9
7r 2msm 0
-1 / =) s
T sm 20
m—1 ¢
1 1 [ n . 20 1
i G £ (7) (va)
. 1 gl 1 ¢ 1 2(0—j)+1
—sin (tan u) Z T e Ty [cos (tan u)] ) (8.11)
=1 j=1
hvore = a?5/(2m) ogpu = \/c/(1 + ¢) = \/a?3/(2m + a%7), 0g
it = . (8.12)

<2(f:jj)> (200 — §) + 1]

9 Analysen av feilrater over fading kanaler - Koherent kommu-
nikasjon

9.1 M-AM
9.1.1 SER

Setter man inn SER i (7.6) (m&# /N, erstattet med) inn i (8.3) og integrerer ut ved hjelp av (8.7)
og (8.8) far man

M —1T (m+3) [m(M?—1)]"(3k7)"/

SEI_-\{ading _
M=AM T M/ D(m+ 1) [m(M2 — 1) + 3ky]m+1/2

m(M? —1)
m(M? — 1) + 3k5

for genereltm starre eller lik 1/2. Nam er heltallig, sterre eller lik 1, reduseres (9.1) til

SERMM, = MA; ! [1 - Mmi <2f) (1 _4“2>1 9.2)

=0

Lo 3k7
m(M? —1) + 3k’

Dette uttrykket er plottet i Figur 9.1 fon = 1, dvs. Rayleigh fading.

X oF} <1,m+;;m+1; > (9.1)

hvor
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Figur 9.1: SER aw/-AM modulasjoner over en Rayleigh fading kanal (lign{8c) for m = 1).

9.1.2 BER

Setter man (7.10) inn i (8.3) og integrerer ut far man:

logy M (1—2—")M-1 jon—1

adin 1 1 et o
R = e 2 i O (plenm] (2 1_{ - D
m—1 2 l
x [1—MZ <2f> (1 4“ )] (9.3)

=

N =

hvor

B 3ky(2i +1)2
P\ 2 —1) + 3(2i + 1%
BER kurvene for ulikeM! er plottet i Figur 9.2.
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Figur 9.2: BER avM-AM modulasjon over en Rayleigh fading kanal (lign{®g3) for m = 1).

9.2 M-PSK

9.21 SER

Lgser man (8.3) med (7.20) og (8.4) innsatt, og med hjelp & Kah man oppné& lukket-form

uttrykket:
SER2ding M-1 1 k7 sin?(7/M)
M=PSK™" £r m + kysin®(r /M)
m—1 L
™ 1 20 m
—+t
x { <2 +tan a) ; <€> (4 (m—i—k’ysinQ(ﬂ/M)))
m—1 ¢ ¢
—|—sm tan < )
£=1 ; m—i—lwsm (m/M)

x Tjg [cos (tan_l oz)]2(£j)+1] }, (9.4)

SDet er som kjent at effektivt SNR etter maximum ratio combiningrawavhengige antenner, hvor variasjonen av
mottatt signal i hver av dem er Rayleigh fordelt, er det samme som SNR i en Nakagamiell. Det er nettopp denne

observasjonen som blir brukt slik at resultater i [1] kan anvendes her.
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hvor

A k5 sin?(m/M) T
= — cot —.
m + k7 sin®(w/M) M

Dette gjelder for heltallig verdier aw. Det er lett & se at for Rayleigh fadingu(= 1) og M = 2 er
(9.4) og (9.2) identiske. Dette bekreftes ved sammenligning av kurveifer 2 i Figurene 9.1 og
9.3. Figur 9.3 illustrerer ogsd SER a¥-PSK for andre verdier a¥/.

10° ¢

SERp—psk

— M =2 \_\
- -M=4 N
---M=38 2N
° M =16 ~
L l==M =32
10 | |
0 5 10 15 20 25

SNR per bit [dB]

Figur 9.3: SER forM -PSK over Rayleigh fading kanaler (lignirf§.4) for m = 1).

9.2.2 BER

Eksakte resultater for BER av 4-PSK, 8-PSK og 16-PSK over Nakagafaiing kanaler kan fas
ved a integrere (7.26), (7.27) og (7.28) over fading PDF i (8.4). Det vil si

P, = /0 Puf(7)d7. (9.5)
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Det kan vises [1] at

o ™ - el rop 1 ¢
g g G o) £ (1) (et

(=0
Ty, 2(0—j)+1
+ sin (tanfl aU) Z 426 [cos (tauf1 aU)} - }
(=1 j=1 (L+ 1)
1 ™ N =Y 1 ¢
- — t -
zwﬁL{ <2 Tran O‘L) EZ:% (6) (4(1+;BL)>
m-1 ¢ Tip 2(—j)+1
+ sin (tan" ' o) Z 422 [cos (tan ' ap)] " }, (9.6)
== ()
hvor
k~ 2n—1 2n—1
MLﬁWSin( nM ) @Léilu aLéﬁLcot( nM ) (9.7a)
m 1+ uf
k~ 2 1 2 1
oy 2 \/7S‘in(nz\+4)w Gra M 2 et PP g7
m

/14w M
DisseP, (istedet forP,) brukes da i (7.26), (7.27) og (7.28) til & finne BER for 4-PSK, 8-PSK og
16-PSK over Nakagami (m heltallig) fading kanaler.

Igjen er BER_psk = BERy_psk. For de andrél/-PSK modulasjoner¥/ > 16) kan man midle
approksimasjonen i (7.29) over NakagamiPDF for & fa BER over fading kanaler. Erstatter man
&,/ Ny i (7.29) medy og skriver man ut integralet far man:

max(M/4,1)

fadlng (2l - 1)m
Ry—psk ~ / max( k: max(k, 2) Z Q(\/ 2kysin ————— >f(7)d7
max M/4 1)
2 * /2 L, (2= 1)
B ﬂmax(k 2) / / P < sin? 6 o M ) f()dvds
max M/4 1)
_ 2 Z / IR AP
7 max(k,2) sin? 9 M

HZ[ Erni(%)( o)

for m heltallig hvorc = (k75 /m) sin?[(21 — 1)7/M].

, (9.8)

Eksakt BER sammen med approksimasjoner er tegnet i Figur 9.4. Kurvéd fer 2 er ikke tatt

med her siden den vil falle sammen med denMbe= 4. Her ser vi at (9.8) er en god approksimasjon

av BER avM-PSK signaler. Siden denne er enklere, vil den kanskje vaere aktuelt & bruke til BER
evaluering av//-PSK modulasjon.

42 FFl-rapport 2007/02216



10

T
Exact BER, M =4

— . — Exact BER, M =8
X — — —Exact BER, M =16
b o x  Approximation, M =4
b & 6 + Approximation, M =8
. \O o) ¢ o O Approximation, M = 16
ToG~< 9y 0y ¢ Approximation, M = 32 |]

S+ 20
+

BER p—psk

|
0 5 10 15 20 25
SNR per bit [dB]

Figur 9.4: Eksakt og approksimasjon av BER fdr-PSK over Rayleigh fading kanal.

9.3 M-QAM
9.3.1 SER
Kvadratiske QAM konstellasjoner

For m heltallig og kvadratiske QAM konstellasjoner kan SER beregnes ved & midle (7.31) over
Nakagami PDF. Det vil si

sERgng,, =1 YL VM -1 / / exp ( 3f)”smg (9)> db f (v)dr

‘4(%1) [ o (s s

4AVM -1 (T2 3k
T VM Jo 7 <_2(M — 1)sin2(9)> a0
4 (VAT—1\" [/ 3k
2 (m > /O M, <-2<M - 1)sm2(9)> db. (9.9)
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Med hjelp av (8.8) og (8.11) far %i

adin M — 2
pan
=0

hvor
37
_ 11
s \/Qm(M 1)+ 3k (©.11a)
m(M — 1)

£= Am(M — 1) + 6ky (9.11b)

Resultatet er plottet i Figur 9.5.

Rektanguleere QAM konstellasjoner

Tilsvarende er SER for rektangulaere QAM konstellasjonerupper bounded ved a midle (7.32) over
Nakagami PDF. Resultatet blir

SER 8 < [ 4@( 3’“_”1>f(v>dv— / 4@2< S )
4 (/2 3k 4
:77/0 My <_2(M—1)sin20> 7r/0 MW( M — 1) sin? 9> a0
20N ! (20 o\
—1—%:0(6)5 o () S () (s w

o=
¢ ‘
— sin(tan™ Z <2m — 1)_ D > sz[COS(tanﬂ M)]Z(lj)ﬂ},
(9.12)

og den er plottet i Figur 9.6.

®N&r man leser i annen litteratur er det verdt & merke segat’ (1) = 7/2 —tan™"(1/p) for > 0 (her ery alltid
stgrre enn 0).
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Figur 9.5: SER for kvadratiske QAM konstellasjoner over en Rayleigh fading kanal (lig@ib@).

9.3.2 BER

Kvadratisk QAM

fadin 2 oM o
BER), " 0am = Vi log, VAT 2 /0 BER, f(v)dy. (9.13)
ER,
Erstatter Vi€, /Ny i (7.36) medy erBER,
— (l_ﬂ)m_1<_1)L<zzn—1)/mJ <2n_1 - V?"-l N 1J>
Vi 2

<[ OOQ((%H) o 1) F)dy. (9.14)
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Figur 9.6: Approksimasjon av SER for rektangulaere QAM konstellasjoner over en Rayleigh fading

kanal (ligning(9.12). Det er plottet for nar avstanden mellom symbolene er lik i bAde horisontale
og vertikale retninger (dvsy = 1).

Ved hjelp av (8.8) far vi

e, =5 ot (a2 L8R ) (52 ]

=0

hvor ;. na er:

B 3k7(2i 4+ 1)2
P2\ 2m(M — 1) + 3k7(2i + 12
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P& denne maten kan Bgﬂ”SAM for kvadratiske QAM konstellasjoner regnes ut med

logy VM ] (1-2=")vVM-1

fading - _1) G2/ VM| ( n—1 _ \\izn—l 1J>
BERY " Sawm o~ > a2 (—1) 2 N
m—1 V4
x [1—“2 <2€£> <1 “2> ] . (9.16)
(=0

Hvis vi istedet bruker approksimasjonen i (7.37) kan BER av kvadratisk QAM over en fading kanal
approksimeres med

fading - 1 4 v/ 3k
BER, oam ~ Z (2i+ D\ frg— | f(dy

-f-“flll—uzc@( ST

Approksimasjonen er plottet sammen med eksakte BER i Figur 9.7.

Rektanguleer QAM

logy I logy J

BERff;“_”gAM—log Z/ BER, /(7 dwrZ/ BERf(7)dy [.  (9.18)

BER, BER

P& samme mate som for kvadratisk QAM Ia[ER',L og BERlJ skrives som

(1—2=™)I-1

e o I CaR L)

DS () ()] o

76(2i + 1) logy (1)
2m[(I? — 1) +n*(J2 = 1))’

O

hvor iy = /c1/(1 + ¢1) med

Cl —

(9.20)

09

(1-2"HJ-1

<=

BER,
j=0
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Figur 9.7: Eksakt og approksimasjon av BER for kvadratiske QAM konstellasjoner over en Rayleigh
fading kanal (ligning(9.16)0g (9.17).

hVOf/LQ = 02/(1 + CQ)
s 76(2j +1)*logy(1J)
2m[(I2 = 1) +n*(J2 - 1)
Innsetting av (9.19) og (9.21) inn i (9.18) gir BER over en Nakaganiading kanal.

cy = (9.22)

Nar forholdetn = 1 blir ¢; = ¢, og dermedu; = u». Videre, ndm = 1ogl = J = VM, Vil
(9.18) reduseres til (9.16).

Tilsvarende kan BER approksimeres som

BER S ~ 10g21(u) {I [ 7:21 ( > (1 - /ﬂ)Z]

A E )] 0

Her ser vi at denne approksimasjonen reduseres til farste ledd i summasjonen i (9.17 dae
VM ogd; = dy (altsén = 1).
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Bade approksimasjonen og eksakte BER kurver er plottet i Figur 9.8.
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Figur 9.8: Eksakt og approksimasjon av BER for rektanguleere QAM konstellasjoner over en Ray-
leigh fading kanal (lignind9.18)og (9.23).

9.4 M-FSK
9.4.1 Eksakt SER for vilkarlige M

For & finne SER over fading kanaler trenger vi & utfare integralet i (8.3). Det vil si

st [ ) e )
- [ - a-aw ) [T en(-UEE) ot ane 029
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9.4.2 Noen tilfeller som gir lukket-form resultater
Bineer FSK

SER og BER for ortogonabineer FSK over Nakagamir fading kanaler kan fas ved & integrere
(8.3) med (7.48) innsatt. Med hjelp av (8.7) og (8.8) far vi

SE adlngK_ BE fadnggK_/ Q

o\ ¢
- _% <2f> ( - > (9.25)
/=0

for m heltallig i en Nakagamin modell, hvory = +/4/(2m + 7). Resultatet ligner pa det for
BPSK i (7.45) bortsett fra faktoren 2 foran parametererDette er i samsvar med en SNR gkning
pa 3 dB i sammenligningen vi gjorde for gaussiske kanaler.

3-FSK og 4-FSK

Et enkelt lukket-form uttrykk for Nakagamiz modell er vanskelig & oppna. Imidlertid, for Rayleigh
fading (narm = 1) far vi fglgende uttrykk [5]:

SE af'L”SK— 33 ,/ ( 24;’“7)). (9.26)

[ [3e+ky) o 24k
—t 1 — | =t 9.27
T —tan ( = ) an 173 (9.27)

09

i 3 3 k5
SE ading _°2_°
“FSKT Y o\ 24 k5

for henholdsvis 3-FSK og 4-FSK.

Ligningene (9.25) og (9.27) sammen med (9.24) er plottet i Figur 9.9.

9.43 BER

Relasjonen (7.51) er fortsatt gyldig for beregning av BERsk over fading kanaler, og kurvene er
vist i Figur 9.10.
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-4

10 *H{ ———SER/BER, M =2 (Eq. (9.24))
Fl— — SER, M =4 (Eq. (9.24))

. SER, M = 32 (Eq. (9.24))

x  SER/BER, M =2 (Eq. (9.25))
SER, M =4 (Eq. (9.27))

-5

10
0 5 10 15 20 25 30 35
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Figur 9.9: SER forM -FSK over Rayleigh fading kanal.
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BER p—Fsk

10 “{ ——SER/BER, M = 2 (Egs. (7.51) & (9.24)) . i RN
‘| - - BER, M =4 (Egs. (7.51) & (9.24)) TR
- BER, M =32 (Egs. (7.51) & (9.24)) hasl
x  SER/BER, M =2 (Egs. (7.51) & (9.25)) ]
oL+ SER M =4 (Egs. (7.51) & (9.27))
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Figur 9.10: BER forM-FSK over Rayleigh fading kanal.
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10 Inkoherent kommunikasjon

Til na har vi diskutert SER og BER for koherent kommunikasjon der informasjon om beaerebglgens
fase er eksakt kjent hos mottakeren. Denne antagelsen er ikke alltid gyldig siden lokale oscilla-
torer hos sender og mottaker kan vaere ute av synkronisering. Propagasjonsforsinkelsen kan ogsa
forarsake store faseskift.

Alle signaleringsteknikker som baserer seg pa at fasen til baerebglgen ikke er kjent kalles for in-
koherent kommunikasjon, og inkoherent deteksjon er betegnelsen som brukes nar deteksjonen ut-
fares uten kjennskap til baerebglgens fase. Selv uten denne kunnskapen kan man fortsatt detektere
sendte signaler gitt at passende modulasjonstyper ble brukt hos senderen. | slike tilfeller blir fasen
betraktet som en stokastisk variabel og dette danner grunnlaget for beregning av optimale detekto-
rer/demodulatorer. Hvordan en optimal demodulator/detektor fungerer er vist i Figur 10.1

"R

& Jy* ()t
] 2 cos(27 fit) rip +ris
T S TJ1 1R 13
g
Q| g ()t [~
T% sin(27 f1t)
-
oL =
] 7 cos(2m ft) Vrie + i
T2g

? -<T j

*()dt L—
mottatt < Jo*0) strst 4/ o+ T
signal (7 T% sin(27 fot)

(8Ye
G o ()t [ e
Lla . 242
T cos(27 frt) M T s
Ty
) Joe ()t M3
2 samples
= sin(27 fst
7. ° (27 furt) ved t =T,

Figur 10.1: Optimal demodulator/detektor i inkoherent kommunikasjon.

Av de mest vanlige modulasjonstypene/d@rFSK modulasjon det mest logiske valget. Dette er
fordi AM,” PSK og QAM signaler er designet til & bruke blant annet fasen til beerebglgen. Da kan
ikke deteksjonen utfgres riktig uten kjennskap til denne fasen.

"AM er analogt med BPSK
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10.1 SER over gaussiske kanaler

Nar S, (t) var sendt, blir mottatt signal

r(t) = \/?cos@wfmt—k o) +n(t), m=1,2,---, M, (10.2)

hvor ¢ er den ukjente fasen. Denne er antatt & veere uniform fordelt stokatisk variabétowesr
faseng ikke er kjent som i dette tilfellet blir mottatt signal demodulert med fglgende setflav
ortonormale funksjoner

\/Zcos(%rflt), \/TTSCOS(QTrfgt), s \/TTSCOS(Qﬂ'fMt)
\/Zsin@ﬂflt), \/Zsin(%rfgt), N \/TTSsin(QﬂfMt).

Demodulasjon gir fglgende koordinater

_ [ zf\/7 o fit)dt = 4 ™ m# 10.2
xm—/o T (10.22)

. s 2 A ) ym, m 7é {
Ym = /0 r(t)\/;sm(%rf,t)dt = {\/gsm(@ g e (10.2b)

hvor n,,, og n,, er uavhengige gaussiske variable med null i middel og varians/jik2. Fra
Figur 10.1 og (10.2) er det klart at en riktig desisjon §gy(¢) er sendt hvis og bare hvis falgende

kriteriet
Vaz, +y2, > /22 +y? (10.3)

er oppfylt for allem # 4. Gitt at.S,,(¢) var sendt er simultan PDF ay,, 09 .,

P nlé) = e (_ (e — VE cos<¢>>2;0 (W + \/zsm@))?) 10.4)
Videre er
0+2m
pm(«Tm, ym) = /9 ﬂpm(xmv ym’¢)d¢
1 2 2 £ 0+2m 1 NE
= 7-[-7]\[0 exp (_ Ty, +]\y[;n + > /; % exp (]\\{07 (J,‘m COS(¢) — Ym Sln(¢))> d¢

2 2
= 1eXp<_xm+ym+5> Iy (2]\\?05\/90% +y,2n> , (10.5)

7TNO

hvor Iy (x) er nulte ordens modifisert Besselfunksjon.

La x,, = vm+/No/2 cos wy, 09 Ym = Umy/ No/2sinw,,. Ved transformasjon av stokatisk variabel
far vi

m AV
P(Vmywm) = %pm (I/m\/No/2 COS Win, Vm A/ No /2 sinwm>
Um 1/ 4 28 2&
_m _- ZV) 7 A — 10.6
o eXp( 2<Vm+NO>) 0(” N0> (10.6)
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som er uavhengig av,,,. Da er

2m L/ 5 28 [2€
v, (Vm) = /0 P (Vi Wi )dwy, = Vi €Xp <—2 (I/m + No>> I <1/m ﬁo . (10.7)

Narm +# i er simultan PDF tilz,,, og v, lik (10.4) og dermed ovennevnte uttrykket mgd-= 0. Da
blir PDF’en lik

2
o, (Vi) = 14 exp(—yzi) , 1#m (10.8)

Kravet for riktig desisjon er gitt i (10.3). Det er det samme som & sj,at> v; for allei # m. Da
er sannsynlighet for a gjare riktig desisjon

Piorrekit = P(Vi < Uy, Vi # m)
= / P(v; < v, Vi # ml|vy, = v)py,, (v)dv. (10.9)
0

Sideny;, i # m er statistisk uavhengige, er deres simultane PDF lik produktet av marginal PDF’ene.
Daer

Prorrek = / P(vi < vinlvm = 0™y, (v)do (10.10)
0

hvor

P(vi < vplvm =v) = / Dy, (2)dz
0

2

—1- exp<—”2) . (10.11)
Med binomial rekkeutvikling gjelder falgende

(o) = S (M oo 1) o

Setter vi dette inn i (10.10) og integrerer ovefar vi

M-1
nf(M—-1\ 1 né
Porsa= 2, (=1 < n >n+leXp<N0(n+1))

n=0
_ ]721(—1)” <Mn— 1> n—ll— : eXp(NO?:ib 1)) (10.13)

Sannsynlighet for symbolfeil blir da SBER rsk = 1 — Pxorrekt 09 den er

M—1
N (M -1 1 kg,
SERy/_Fsk = E (-1) < n >n 1 eXp< Mo+ 1) (10.14)

n=1

SER er plottet i Figur 10.2
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Figur 10.2: SER forM -FSK ved inkoherent deteksjon (lignifit0.14).

10.2 BER over gaussiske kanaler

Ligning (7.51) kan fortsatt brukes til & beregne BER i dette tilfellet. Grafene er vist i Figur 10.3

10.3 SER og BER over fading kanaler

Siden (10.14) er en sum av vektet eksponensiale funksjoner av SNR, er det enkelt & anvende MGF-
basert metode for & finne SER over fading kanaler. Den MGF-baserte metoden er beskrevet i kapittel
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Figur 10.3: BER forM -FSK ved inkoherent deteksjon.

8. For Nakagami= blir resultatet

st S (4 ) [ on(5) s
(U ) ()
(e )

_ oy (M1 (n+1)m-1
- e (Y ) et (1049

BERS\Zdi”FgSK kan beregnes ved hjelp av (7.51). SER og BER kurver er plottet i henholdsvis Figur 10.4
og Figur 10.5.
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Figur 10.4: SER forM/-FSK over en Rayleigh fading kanal ved inkoherent deteksjon.
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Figur 10.5: BER forM -FSK over en Rayleigh fading kanal ved inkoherent deteksjon.
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